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отдельно, получаем искомые функции, которые отличаются от первоначальных 
на 0–14%, что является достаточным признаком технической устойчивости ре-
шения. Расчеты по всем координатам сведены в таблицу. 
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КРИТЕРИИ РАБОТОСПОСОБНОСТИ РЕЕЧНОЙ 
ПЕРЕДАЧИ СО СМЕЩЕНИЕМ РЕЙКИ 
 
Викладено математичну модель визначення геометро-кінематичних критеріїв працездатності 
рейкової передачі загального вигляду та рейкової цівкової передачі з і зсувом вихідного контуру. 
 
The mathematical model of definition of the geometric and kinematic criteria of work capacity of rail 
transmission of a general view and rail sausage filler nozzle transmissions with and shift of an initial 
head loop is stated. 
 
Постановка проблемы. Реечные передачи находят применение в сило-
вых механизмах – в автомобилях, сельскохозяйственных и подъемно-
транспортных машинах, прессовом оборудовании, в пищевой промышленно-
сти и др. Причем, работоспособность реечных передач существенно влияет на 
работоспособность оборудования в целом. Поэтому задача повышения нагру-
зочной способности и долговечности таких передач является актуальной и 
может быть отнесена к проблеме многокритериальной оптимизации машино-
строительных конструкций [1]. 
 
Анализ литературы. Эвольвентные реечные передачи достаточно изу-
чены. Теория таких передач [2, 3, 4], а также значительный опыт, накоплен-
ный в ходе их эксплуатации, позволяют сделать вывод о том, что они достиг-
ли своего предела по качественным показателям работоспособности. Под-
тверждением тому является развитие в последние десятилетия новых видов 
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реечных передач, в том числе цевочных. Их развитие связано, в значительной 
мере, с крупногабаритными передачами. В основном они применяются вза-
мен эвольвентных передач [5]. Известны цевочные передачи, в которых цевки 
рейки зацепляются с эвольвентным зубчатым колесом [6]. Причем, предла-
гаемое зацепление является приближенным, а поэтому не обеспечивает по-
стоянную скорость движения рейки.  
Математическая модель определения геометро-кинематических крите-
риев реечных передач общего вида и реечных цевочных передач без смеще-
ния рейки получена в работе [8]. 
 
Цель статьи. Получить математическую модель реечных передач со 
смещением рейки. 
Рассмотрим зацепление прямозубой рейки общего вида с зубчатым ко-
лесом и следующие системы координат (рисунок 1): 
– XYZ  – неподвижная система координат;  
– 222 ZYX  – система координат, связанная с колесом;  
– ppp ZYX  – система координат, связанная с рейкой.  
 
 
Рисунок 1 – Схема зацепления рейки с колесом со смещением: 
н.п. – начальная прямая; 2ω  – угловая скорость колеса; 
2ϕ  – угол поворота колеса; ξ  – смещение рейки 
 
Профиль зубьев рейки изображен в виде кривой 21 ββ − . Уравнение 
этой кривой в системе координат ppp ZYX  запишем в виде: 
 ( )λ1fX p = ; 
 ( )λ1fYp = ; (1) 
0ZZ p = , 
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где ( )λ1f , ( )λ2f  – произвольные функции; λ – переменный параметр (в дальней-
шем λ в обозначениях функций будем опускать); 0Z  – переменный параметр. 
Колесо при зацеплении вращается с угловой скоростью 2ω , поворачива-
ясь на угол 2ϕ  (рисунок 1) в указанном стрелкой направлении. Рейка при 
этом перемещается со скоростью 22RV ω=  на расстояние 22ϕR  от оси OX . 
Уравнение поверхностей зубьев прямозубой рейки в неподвижной сис-
теме координат XYZ  имеет вид 
;1 ξ+= fX  
 222 ϕRfY −= ; (2) 
.ZZ 0=  
 
Для такой схемы уравнение зацепления рейки с колесом можно записать 
в виде [7] 
 ( ) 01 222 =−Ω= ϕRnF , (3) 
 
где ( ) ( )2221 'f'fn += ; 1'f , 2'f  – первые производные функций 1f  и 2f  по λ ; 
 






′+=Ω ξ . (4) 
 
Уравнение (3) является дополнительным условием связи между пара-
метрами λ  и 2ϕ . Уравнение поверхности зацепления зубчатого колеса и рей-
ки можно записать [7] в неподвижной системе координат XYZ  
 







ffY ξ+−= ; (5) 
0ZZ = . 
 
В этом случае координаты поверхности зубьев колеса имеют значения (в 
системе координат 222 ZYX ) 
 ( ) 212212 sincos ϕϕξ Ω−−+= RfX ; 
 ( ) 212212 cossin ϕϕξ Ω−−+−= RfY ; (6) 





'ff ξ+=Ω . 
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При определении геометро-кинематических критериев будем использо-
вать результаты работы [7]. 
Скорость скольжения в зацеплении. 
 
 ( )2121212 ξω ++Ω= fV . (7) 
 
Проекции этой скорости на оси неподвижной системы координат XYZ  
равны 
 21
12 ωΩ−=XV ;   ( ) 2112 ωξ+−= fVY ;   012 =ZV . (8) 
 
Отсюда следует, что скорость скольжения увеличивается при увеличе-
нии 1f  и ξ . Вектор скорости скольжения лежит в торцовой плоскости колес. 
Скорости качения сопряженных поверхностей. 
В общем случае скорость качения поверхностей зубьев рейки и колеса в 
направлении вектора скорости скольжения равны 
 
 
( ) ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( )( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

































−−−= ϕ  (9) 
 
где a  – единичный вектор скорости скольжения, равный 
 




a ⋅+++Ω= 012 211221
ωξω . (10) 
 
Координаты вектора 12V  определяются соотношениями (8); G,F,E  – 
коэффициенты первой квадратичной формы поверхности (1); vU r,r 11  – про-
изводные вектора с координатами (1) по λ  и 0Z ; VU F,F,Fϕ  – производ-
ные функции (3) по 02 Z,, λϕ . 
Дифференцируя (1), получим 
 
 .100;0'' 1211 kjirkjfifr
VU ⋅+⋅+⋅=⋅++=  (11) 
Тогда 
 ( ) ( )222111 'f'frrE UU +== ;   011 == VU rrF ;   111 == VV rrG . (12) 
 
Дифференцируя (3) , имеем 
 
n
RF 2−=ϕ ;      n
'FU 2
Ω= ;     0=VF .                                 (13) 
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Из соотношений (7), (8), (10) следует, 
 
 ( ) 1212 VaV = . (14) 
 
Тогда из (9) будем иметь с учетом (10)-(14) 
 
















fRnVnRV rr  (15) 
 
Из первого соотношения следует, что скорость качения поверхностей 
зубьев рейки равна нулю только при ∞=Ω 2' , а скорость качения поверхно-
стей зубьев колеса равна нулю при  
 




fR ξ . (16) 
 
В этом случае наблюдается подрезание зубьев. 
Суммарная скорость качения при сложении скоростей будет равна 
 










nV . (17) 
 
Эта скорость равна нулю при выполнении равенства 
 
 ( ) 02 2
2
2 =Ω+− ''f
fR ξ . (18) 
 
Приведенная кривизна рабочих поверхностей. Этот критерий определяет 
контактную прочность зубьев и от него зависят все критерии работоспособ-
ности передачи. 

















Ω=χ . (19) 
 
Когда знаменатель выражения (19) равен нулю наблюдается перемена 
знака приведенной кривизны, и наступает подрезание зубьев колеса (см. (16)). 
Удельные скольжения. Этот критерий определяет износ и удельную ра-
боту сил трения зубьев элементов реечного зацепления. 
Для реечного зацепления значения этих критериев равны: 
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Ω+−== ξη ; (20) 






















ξη . (21) 
 
Из (20) и (21) следует, что в реечном зацеплении только на поверхности 
зубьев колеса возможно появление точек с бесконечным удельным скольже-
нием (исключая 02 ='f ). В полюсе зацепления ( 01 =+ ξf ) удельные сколь-
жения равны нулю. 
Коэффициент перекрытия. Известно, что этот коэффициент характери-
зует плавность работы реечного зацепления. Для рассматриваемого зацепле-
ния он равен (коэффициент профильного перекрытия) 
 
 
( ) ( )
π
λλελ 1222 Ω−Ω= , (22) 
 
где 2λ  – параметр, соответствующий точке 2β  (рисунок 1) профиля зуба 
рейки; 1λ  – определяется из соотношения 
 
 ( ) 2122122 Ω+−+= RfRa ξ , (23) 
 
где 2aR  – радиус вершин зубьев колеса. 
Применим полученные результаты для получения математической модели 
цевочной реечной передачи. На рисунке 2 изображена схема цевочной реечной 
передачи, где системы координат такие же, как на рисунке 1 (здесь αλ = ). 
Из рисунка 2 следует (при расположении центра цО  ниже делительной 
прямой "д.п.") 
ξαρ +−== afX p sin1 ; 
 αρ cos2 −== bfYp ; (24) 
0ZZ p = , 
 
где ρ  – радиус цевки; 1f , 2f  – координаты профиля цевки в торцовом сече-
нии; α  – текущий угол профиля рейки; ba,  – расстояния оси цевки цО  до 
осей ppYO  и pp XO . 
Согласно рисунку 1 значения a  и b  равны 
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 .cos;sin nn ba αραρ ==  (25) 
 
Здесь nα  – угол профиля торцового сечения цевки на делительной прямой "д.п..". 
 
 
Рисунок 2 – Схема зацепления реечной цевочной передачи: 
2R  – радиус начальной окружности, 0R  – радиус делительной окружности, 
д.п. – делительная прямая, н.п. – начальная прямая 
 
С использованием (24) и приведенных выше зависимостей получаем 
 
αρ cos'1 =f ;   αρ sin'2 =f ;   αρ sin'' 1 −=f ;   αρ cos'' 2 =f ; 
( ) αξ ctg11 +=Ω f ;   bf +=+Ω=Ω αarcctg212 ;   α22 sin'
a=Ω .      (26) 
 
Геометро-кинематические критерии равны: 
– скорость скольжения 
 ( ) 2112 sin ωα
ξ+= fV ; (27) 






































fRV ; (28) 
 
– приведенная кривизна 
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– удельные скольжения 
 



























f  (30) 




ααεα 21 ctgctg −= a . (31) 
 
Значения 1α  определяется из равенства 
 
 ( ) ( )[ ]21122122 ctgαξξ ++−+= fRfRa , (32) 
 
а α  – угол профиля цевки в точке 2β  (рисунок 2). 
 
Выводы. 
1. Разработана математическая модель реечной передачи общего вида с 
профилем рейки, очерченным произвольной кривой, и реечной цевочной пе-
редачи при смещении рейки. 
2. Полученные зависимости могут быть использованы при анализе рабо-
тоспособности реечных передач общего вида по качественным показателям. 
3. Полученные данные можно использовать при синтезе реечных пере-
дач по заданным значениям геометрокинематических критериев. 
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